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Eittleitang. 



Di« Bereclinung der Anziehung, welche ein materieller Punkt Ton 
oinor irgendwie gcstaUeteii Masse erloitUt, grliuil zu den Problemen, die 
sidi emer besonderen Aufmerksamkeit von Seilen der Analytiker zu er- 
freuen haben; namentlich ist es die Anziehung der Spbäroide, mit deren 
Ermittelung die grü9sten Mathematiker — wir nennen nnr £apraitpe, la- 
place, Ivory , Pohson, Gmiss , Jarohi und Lejciuie Dii khkt — bosclKlf- 
tigt gewesen sind, theiis wegen der analylisdien Schwierigkeiten, die &ie 
darbietet, theiis wegen ihres Zusammenhanges mit den Untersuchungen 
Aber die Gestalt der Erde und Aber die Schwere an deren OberflSclie. 
Wenn wir nun dieses dt behandellc Thema des ALUaclionscalcfds hier 
wiederum voruelimcu, so geschieht dies aus einem doppelleu Grunde; 
einmal, um die wesentlichsten Resultate der bisherigen Arbeiten Ober- 
sichtlich susammenzustellen, besonders aber, um ein neues Moment in 
diese Untersuchungen einzurühren. Man hat sich nämlich fast durchaus 
nur mit dem sehr einfachen Falle licscliältigt, in weichem die anziehende 
Masse als eine homogene betraditet wird, und obwohl man sich gestehen 
musste, dass diese Voraussetzung gewiss nur äusserst selten in der Na- 
tur erfflllt sein wird, so findet sich gleichwohl kein tiefer eingehender 
Versuch zur Berechnung der Anzieimng, welche ein Köriier \uii ungleich- 
förmiger Diditigkeit ausübt. Vielleicht, dass man sidi durch die Seimig 
rigkeiten hat abschrecken lassen, die schon bei homogenen Körpern den 
€alefi] umgeben und Ton denen allerdings eine Wiederholung in grösse- 
rem Maassc zu fürchten war, wenn mun das Problem veralJgemcineni ^ 
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wollte« Dass aber diese Schwierigkeiten keine unübersteiglichen sind und 
dass ihre Besiegung m sehr eleganten Resultaten fuhren kann (m. s. s. B. 
die neuen Formeln Aber das dreiachsige Ellipsoid mit variabler Dichtig- 

kpit und das darauf bezügliche merkwfirllige Reduklionslhcorera in §. 10), 
das werden die nachfolgenden Blätter wohl beweisen. 



Aligemeiae BegriUe und Formekt 

Wenn es iil)prliaiiiit cino Kraft ^iel)t, welche sich von einem Mas- 
senpartikel, als ihrem Sitze, aus allseitig slrahlenfürmig durdi den Raum 
verbreitet — und man ist in der That gezwungen, die Existeni solcher 
KrSIte vorauszusetzen — , so kann die Wirkung derselben auf eUi ande- 
res Massentheilchen nur von der Grösse der beiden Massen und ihrer 
Entfernung, nicht aber von der Kichlung der letzteren abhängig sein» 
weil es im Baume keine bevorzugten Bichtungen, kein absolutes Oben oder 
13nten giebt. Daraus folgt sogleich, dass alle in gleicher Entfernung um 
das erste Massenjiartikel herumliegenden materiellen Punkte eine gleiche 
Einwirkung erleiden, oder, was Dasselbe ist, dass alle Punkte einer um 
jenes Massenpartikel besdiriebenen Kugelfliche eine gleiche Beschleuni- 
gung erhalten. Construiren wur eine zweite grossere conoenlrische Kagel» 
flSche, so vorlheilt sich dieselbe Wirkung, welche auf die erste FlSche 
fiel, nunmehr auf die zweite und die Intensität (man konnte last sagen: 
Dichtigkeit) der Wirkung wird an einer bestimmten Stelle der zweiten 
Fläche soviel mal kleiner sein, als die zweite Fläche die erste an Grösse 
übertrifft. Da nun concenti-ische Kugelflichen wie die Quadrate der Halb- 
messer zunehmen, bo niiiss die Kiuwirkung des im Millclpunkte befuidli' 
chen Massenparlikels in eben demselben Maasso abnehmen; eine allseilig 
in die Feme wirkende Kraft können wir uns daher nicht wohl anders, 
als nach umgekehrtem quadratischen Verhältniss wirkend vorstellen, da- 
gegen würde das einfache umgekehrte Verluiilnis;. aui s>olclie Kralle pas- 
sen, welche nach einer einzigen absoluten Bichtung im Baimi wirken soll- 
ten. Um noch die Massen mit in BechnuDg zu ziehen, genögi die be» 
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käimte Ragel , dass aidi bewegende Kräfte direkt wie die Hasien ▼erlial-' 

ten ; die Einwirkung eines ponderabelen Molekfileg fi tuf ein wadims /u^ 

welches sidi in der Enlfernuag u befindet, wird demnach durch 

ausgedrückt, und die Einheit dieser Kraft ist hier diejenige Kraft, mit 
welcher die Masseneinheit auf eine um die Llttgeoeinlwit entfernte gleiche 

Masse wirkt. Was die Richtung dieser Kraft anbelangt, so fUlIt diese, 
wenigstens bei der GravUalion und den magnetischen Flüssigkeiten, mit 
der Richtung von « zusammen, und die bewegende Kraft strebt die Ent- 
fernung « entweder xu verringern oder au fergrössern« Bleiben wir beim 
ersten Falle stehen, so haben wir die gewöhnliche Anziehung, wie z. B. 
die Gravitalion, und aut diese beziehen sich die folgenden Formeln. 

Bezeichnen wir mit d F das Element einer irgendwie gestalteten ma- 
teriellen Linie, einer Fläche, oder eines Körpers und mit Q die Dichtig- 
keit dieses Eleuientesj so ist OdV die Masse desselben und diese übt auf 
einen in der Entfernung u befindlidien Punkt, dem wir der Einfachheit 
wegen die Nasse Eins zuschreiben, die Anziehung 

Bezeichnen wir ferner mit y, % die rechtwinkligen Coordinaten 
des anziehenden Elementes und mit a, ß, y die des angezogenen Punk- 
tes, wo nun 

2) u = {i^a—x)^+(ß-y)^ + — 

ist, so können wir jene Elementaranziehung in drei Componenten parallel 

Q dV 

den Coordinatenaxen zerlegen, indem wir — ^ mit dem Cosinus deijc- 

nigeu Winkel multipliziren, welche u mit den drei Coordinalcnachscn ein- 
sdiliesst; diese drei Winkel mögen {u,x)j (U)^), {u,z) heissen und 
dann sind die Componenten der Eiementaranziehuog 

^) —^cos(u,x), -^ca8(u,y), —^cos{u,z). 

Hieraus er^ireben sich durch Integration die Componenten der Gesammtan- 
ziehung der Masse und zwar ist die Integralion eine einlache, duppelte 
oder dreifache, je nachdem die Masse auf einer Linie, einer FUdie oder 
in einem KAi:per veriheilt Ist, wobei der Aiisdnick Hasse nicbls 'weiter 

Digitized by Google 



9is B«8j«iiige bedeutet, woron die ADiiehimg ausgehend gedacht wird; im 
ersten FaHe tritt an die Stelle von d V das Linienelenenl di oder hei 

reditwinkligen Coordinaten 

im zweiten Falle die FUchendement 

und im dritten Falle daa Volumenelement 
4) dr SB üx dy 4%. 

Besdiräokea wir uas auf den letzten Fall als den einzigen« welcher 
in der Natur vorkommt, und berücksichtigen wir die bekannten Glei* 



H * .. fl «I 

SO sind jetzt die Gomponenteu A , B, (7 der Gesammtanziehung 



6) 



oder vermöge des aus No. 2 l/ckaimicn Werilics von « 

^ _ * P P P — a?) dxdy dz 

J J J V(« (/J-iö'+^ö^J^' 



iß — y)äx dydz 



c= r r r o(y- ^)dj^dy ^ 

J J J >/Ca ~a;)' + (/?-i/)'-t->--»)-^' 

wobei die Inteirationsgränzen so zu wählen sind, dass nur die im Innern 

dee Korpers liegenden Punkte xy% Rechnung kommen. 

Will mim eich statt reehtwiakliger Goerdinaten lieber der Polarcoof« 
dlnaten hidiene«, was oft bequemer ist, so beietehne man den Radius* 
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vector des Punktes xyz mit din Winkel zwischen q uiul x mit ü-, 
eiiiüidi den Xcigmigswinkei, weklicr die Ebene des Winkels 0^ mit der 
Cooi^dioatenebene xy einschlieMl, durch a^, so ist*) 

und das Volumenelemciit dV = dxdydz = Q^stHd-diodd-dQ^ mitliin 
^ P P P Q (« — (> cos iy) sm ^ f(i fj^ rfg 

B- r r P Oiß — Q Hin ^ cos oj ) (> - sin 0 dm dg 

Q — (> sin iy sin oj ) sin ^ (^(u (/^ rfg 

^ ^ V(a—^cost^> * + ^«Mi^ww;*+(y—^$i«^Ätnö>)*'* 
und diese Formeln vereinfachen sich namentlich dann bedeutend, wenn 

man den angezogenen Punkt zum Coordinatenanfang wählt» also 
a — ß=y=zO setzt, wie es spaler einmal geschehen wird. 

Die Berechnung der drei Componenlen C iassl sich noch in 

einer anderen Weise ausführen, hei welcher es nur einer dreifachen In- 
tegration bedarf. Aus dem Werthe von u geht nämlich hervor, dass bei 
partieller Differcnziation in Beziehung auf a 



mithin 



((/m\^ « — ^ g — 

\ da ru^\dal~ «* 
sein muss. Bezeichnen wir den linker Hand vorkumuiendca partiellen 

Dilferentiali|uotienten mit i)^« ^ ^ j , so ist nun nach dem Obigen und 

durch partielle Differeniiatiou in Beziehung auf ß und y 

und demgeniäsö smd die Werthe von i, ^, C nach r^o. 6) , 



•) s. »Nole 1. 
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Yersparen wir die aul «, y bezüglichen partiellen DifrerciUiaUo- 
nen bis nach Auslübrung der angedeuteten Integrationen ^ so nehmen 
A, Bf C folgende Formen an: 

A-'-D^^y^^Je.^ dx dy d% 

^^^^»J^J^J^ \ <i» 
C:^^r>^J^J^J^ \dx du d% 

und man erkennt hieraus, daas es nur darauf ankommt, den Werth des 

dreiiachen Integrales 

J^J^^ ^ <to rfy (to 

zu ermitteln, da die ComiJonenten A, By C nichts Anderes als die drei 
in Beziehung auf a^ß^y partiell und negativ genommenen DüTerentialquo- 
tienten desselben sind. Dieses dreifeche Integral, die Summe der Mas- 

senelcmente, dl vidi iL duich ihre jedesmalige Entfernung tom angezogenen 
Punkte, nennen wir mit Gauss das Potential der Anziehung j bei recht- 
winkligen Goordinaten ist dasselbe 

bei Polarooordinaten 

=/ / / ^(ioi^Qco9^)^J^Xß'-Qsin^coscti)^ + (y—gsin^sinu))^ 
und fOr die Gomponenten i» B, C gelten jetzt die Formehi 
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Natürlich wird bet dieser Berechnimgsweise der Componenten vorausge- 
»eUt, dafts die Ermiltciung des PoteDtiais für gaiu lieliebige a, ß, y er« 
folgt «ei, weil eise Oifferemialioii in Beziehang auf spesialisirte at y 
ntobt Biöglieh wflrde* 

f. fB. 

knmkmg sck weit von einander eulfernler Massen« 

Wenn der Absland dt-s angezogenen Punktes a ßy von dem anzie- 
henden Körper sehr gross ist im VerliäUiiiss zu den Diniüiisiuueu des letz- 
teren, so Usst sich der im Potenziale vorkommende Faktor 

1 1 



in eine stark couvergirende Reihe entwickeln, welche nach Poteuzeu und 
Produkten von Xy y und x fortschreitet. Bezeichnen mr mit E die Cnt- 
femnng des angezogenen Punktes vom Anfangspunkte der Coordinaten, 
so ist 

12) JJ* = a2^^Hy* 

und 

1 1 



— i j. £fHhli/ jtili 

. ( 3 « a; 4- ßy-^y»)^— (x^ + H- z^) E^ 

Yennöge dieser Entwickelung ist nun 
13) P=: i J^J J^üxdydx 
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wobei wir die üiiiigeu Glieder wegen ihrer TerbältnisaindssigeD KleiDheit ver- 
nachlAssigeii könneii, um eine einfaehe Näherungsformel zu erhallen. Die 
statische Bedeolung der vt«r Integrale, wdebe in dem Wertlie von F jetzt 

noch voikomnicii , isl nun sehr loicht zu erkennen. Das erste (Iri il iilie 
Integral giebt die Summe aller Masseneiemenie, also die Gesaininlniasse 
des anziehenden Körpers, welche wir nennen wollen; das zweite Integral 
ist nichts Anderes als die Summe der statischen Momente aller Körperpar^ 
Ükel, bezogen auf die Coordinatcnebene yz, also gleich dem Momenlc 
der in ihrem Schwerpunkte vereinigten Masse und ganz ähnlich ist 
die Bedeutung des dritten und vierten Integrales ; nennen wir daher |» ijt ( 
die Goordtnaten des Schwerpunktes des anziehettden Eörpcrs, so haBeu wir 

0x dx dy dx =s MS 



ffß 
ffß 



MtmMfj 



Qx dx dy d% = JIT^ 
vnd mithin nach No. 13) 

Diese Formel vereiulacht sich bedeutend, ^^ e^n man den bisher noch 
wülkührlichen Anfangspunkt der Coordinalen in den Schwerpunkt Terlegt, 
also |=]7=tssO setzt, wodurch 

15) " P=^= * 



wird. Durch partielle Diileren^ationen in Beziehung auf / erhält 
man hieraus 

^ Met ^ ^ Mß My 

Die Resultante R dieser in den Richtungen der drei Coordinatenachsen wir^ 
kenden Kräfte bestimmt sich nunmehr nach der bekannten Formel 

und sie ist veimöge der VYerlhe von B, C 
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d. Ii. hei hiuläuglich grosser Entfernung des aiigezogeiiön 
Puiikles ist die . Anziehung, welche er leidet, fast dieselbe, 
als weaa die Ma«»« des antieitenden Körpers in ihrem 
SehwerpHnfcle ver^itiig't wäre. 



Um zunächst einen einfachen Fall zu hahen» in welchem sich die 
drei zur Berechnung der Anziehung erforderlichen Integrationen ohne* be- 
sondere Kunstgriffe ausführen lassen, betrachten wir die Anziehung, die 

ein gewöhnlicher abgestumpfter Kegel auf einen Punkt seiner verlängerten 
Achse ausübt. 

Den angezogenen Punkt P (Fig. 2.) nehmen wir suw Anfangspunkte 

der Coordinaten, also a = /? = ;' = 0; von den drei Componenleu B, C 
sind dann die beiden letzten = 0, weil der anziehi iule Körper dem an- 
gezogenen Punkte in der Weise symmetrisch gegenüberliegt, dass die 
Seitenanziehungen der Körperelemente sich gegenseitig aufliehen. Die 
Componente A ist daher zugleich die Gesammtanziehung; namOch 



indem wir auf das Vorzeichen nicht achten, da es nur die Riclilung der 
Anziehung, nicht aber ihre Intensität betriüt. Um die integrationsgräuzeu 
für das obige dreiCai^e Integral zu ermiltebi, betrachten wir PK^x, 
KLssy^ tM^% als die rechtwinkhgen Coordinaten eines Körperelemen- 
tes ^/ und setzen fcrnci' den grösseren Halbmesser des ahgestumpflen Ke- 
gels = r, den kleineren die Höhe ~h und den Absland des ange- 
zogenen Punktes von der lUeinercn Kreisfläche = a. Hiernach sind die 
Gränzen (Ur x offenbar 



Verlängern wir KL=:y^ bis diese («crade die Kcgcliläche in zwei Punkten 

lod l" flehneidet (dw Figur gtebl nfir den rorderte Punkl AOt 
sind yssKL*' bis y^KL* die Gränzen für y; nun findet man ohne UHtm- 



Antlehniig des abgestunpftett Ktgd^ 




x~a und Xj~a'\-h. 
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wo f nur zttr Abkünuog dieoen soll, ttnd es sind daher 

y=s— p bis y = +p 
die Gränzen für <y* Yerlüngera wir endlich LMss» bis diese Gerade die 
Kegelflicbe in zwei PunkteD M' und M" schneidet (die Figur zeigt nur 
den oberen Punkt Jlf)> ^ x^lM" bis %ig=iLM* die Grinzen Ifir 
%; man hat aber 

19) = Vp*-y* = ? 

wo j eiii ALliiirzuiigszeichen isl, und mithin für js die Gräuzcn 

Ä=— 3 bis + 

Nach diesen Erörterungen gestaltet sich die Formd 17) wie folgt: 



wo nun über die Dichtigkeit 0 noch eine Bestimmung zu treffen ist 
Deidien wur uns den abgestumpften Kegel, bestehend aus einer stetigen 
Folge von Schiditen, senkrecht auf der Axe der 07, und zwar In der Weise, dass 
jede Schicht für sich hüinogcii ist und erst von Schicht zu Schicht die 
Dichtigkeit wechselt, so hängt B nur von x ab und kaon demnach als 
eine willk&hrliche Funktion von etwa als / (x) bezeichnet werden. Die 
volUtlndig bestimmte Formel fQr A ist jetzt 

p^+h p^-v p-\-q dz 

• — r — g 

und hier können die zwei auf z und y bezdgUchen Integrationen sehr 
leicht ausgeführt werden. 

Vermöge der bekannten Formel 

dz z 



üttdet man sogleich für i(r = a;^ + und nachher Termöge des Werthes 
von ( 
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/M" q dn ^2f 



folglidi, weil p kein y ettthilt und daher filr die nächste Integration tU 

Coostaute gilt« 

a — p 

Die auf y bezOgliche Integration ist leicht zu bewotetelligen, wenn man 

eine neue Variable t durch die Substilution y = psmt einführt, in Bezie- 
hung auf welche die Gränzea j = + ^ ^ und l = — 4"^ ^l*^'^ früheren 
tiränzen yss+P und y = — p entsprechen; man hat dann 

Nach einer bekannten Formel ist aber 

P dt ^ (i< 



8 -p=^z:r ^rcfan ( ÖLi?|a„|\ 



nnd wenn man diess fOr das Vorhergehende benutzt, so eigicbt sich auf 

der Stelle 



/ ' »*+y* flf 



und duiüli SLib:3lituliuu in die unter No. 21. verzeichnete Formel 
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oder endlidi vermfti« des in No. 18. venekfcneten Wertlies von p 

22) i=27r/ [l-^— ^.. ^^-^ } f{^)dx 

a 

womit die Aufigabe in 90 fern gelM ist, als eine einfache Integration je- 
derzeit, sei es genau oder durch Näherung, ausgeführt ^verden kann. 

Für litMi spezieilen Fall (> = ?' erhält man die Aiizieliung des Cylia- 
ders mit dem Uaibmesser r und der flöhe namiich 

a 

für ^3sO dagegen die Anziehung ehies Kegels von denselben Dimensio- 
nen , nämlicli 

24) A^2u/ ji \f(x)dx. 

a 

Bemerlieiiswerlh ist der Urostaud, dass es viele Formen von /"(ap) 
giebt, für weldie die Anziehung eines unendlidi langen Cyliuders oder 
Kegels immer noch eine endliche Grösse bleibt; so ergiebt sieb 2. B* aus 
No. 23. für eine constante Dichtigkeit, etwa f(ß!)^lty 

A = 2A'7r| A— V(« + A)"» +1r» -f V «MTr* | 

d. i. für a + A>r durch Yerwandlnng bi eine unendliche Reihe 

woraus bei unendlich wachsenden h folgt: , 

i4 = 2JJf?r I Va*+r'— a } 

auch selbst in der Berührung^ d« h. für as^Oi würde die Aaziehung hier 
noch endlich ^2krcr sein, Achnliche Fälle lassen sich beliebig viele 

aiigeiien. 

« 

Au^ietiung der Kugel uud Kugelscbaale« 

Den Anfangspunkt der Coordinalen verlegen wir in den Mittelpunkt 
der Kugel und fCkr die Axe der w nehmen wk diejenige Gerade» welche 
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13 — 



J J J V«*-2a^co.;^ 



des jMitlelpmki der Kugel mü dem angezogenen Pankie verbindet; die 
Coordinsten des letiteren sind dann o und ßasysstO, Bei dieser Lage 

heben sich alle Seitenanziclmngen , welche der angezogene Pnnkt erleidet, 
gegenseitig auf, die Coniponcnten B und C veisctiuiiulen und die Com- 
ponente A stellt die Anziehung selbst in ihrer Totalität dar. Benutzen 
wir Polarcoordinaten und berechnen A mittelst des Potentiales , so ist 
wegen ß = y^O nach Formel 10) 

worin nodi die Integrationsgrüiizcn zu bestimnica ^Yärell. Für (> sind die- 
selben r> = 0 und Q=r, wo r den Halhmcsser der Kugel bezeichnet, dem 
^ steht der Spielraum ^ = 0 h\& ^>^7i offen und cci erstreckt sich von 
ca = 0 bis ctf»2?r. Um Qber die Dichtigkeit B eine Bestimmung zu 
treffen, wollen wir annehmen, dass die Kugel aus einer stetigen Folge 
concenlrisdier kugeironniger Schichten bestehe, ron denen jede für sich 
homogen ist, während die Didiligkeit von einer Schicht zur anderen wech« 
seit. Unter dieser Voraussetzung ist O eine Punktion von q allein etwa 
und mithin 

\J %J V«*— 2 cos ,l^+/>' 

O 0 o 

oder durch Ausführung der auf ^ bezö(|jUchen Integration 



4 ,/>/«'~2«^ 



d^ 



Bei unbesümniter Integration ist nun weiter 

/ sin^dd' . _ Vtt»— 2agcos^4-g^ ^ ^^^^ 
V«*— 2of^<:oa^ + ^* 

l'ülglich duidi Kitilübrung der Gräazcn^ — ;i und ^ = 0 

^ ^«»—2«^ cos ^ . 

Um nun entscheiden zu können, ob man in dem Subtraliertden rech- 
ter Hand ex— ^ oder g^a die Wurzelgrösse zu setzen habe, muss 
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man erat wisieo, ob a grStser oder kteiii«r ab ^ iil, d, h, man mvis 
die FiUe nntersehelden, wo der angezogene Punkt aitiserbalb oder inner- 

balb der Kugel liegt. 

Im ersten Falie ist <x>r, also um so mebr wdl ^bficbstens 

= r werden kann und mithin 



Btn&dS^ a — (« — (>) _ 2^ 



Durch Substitution dieses Werlhes wird 

r 

27; / Q^f{Q)dQ, 



Diese Iftsst sich leidit einfader ausdracken« Die Masse M der Kugel 
wfirde nflmlich sein 

0 0 Q 

und also wird jetzt ans No. 27. 

milhin die Gleichung Ässi—D^F oder 

M 

28) i=j, 

d. b. die Anziehung einer aus concentrischen Schichten 
von Torscbiedener Dichtigkeit zusammengesetzten Kugel 

geschieht auf einen aussenliegenden Punkt ebenso, als 
wenn die ganze Masse der Kugel in ihrem Mittelpunkte ver- 
einigt wäre. 

liegt dagegen der angezogene Punkt im Innern der anzieheaden 
Masse selbst» ist also cf<r, so giebt es theils solche ^, welche 
tbeils solche, die >o sind. Um diese verschiedenen g zu trennen, zer* 

legen wir in No. 25. die von (> = 0 bis (> = r ersUeckte Integration in 
zwei andere von ^=0 bis ^ = a und von ^«=:a bis Q^r gehende In- 
grationen; dann ist 



Digitized by Google 



— 16 — 



J yla^-2a 



Q COS & 

Im ersten Doppeimtegrale ist nun ^<a und wir seUen daher 



im zweiten Integrale dagegen ist ^>a und daher 



n 



^+g — — €f) _ 2^ 

termfige dieser Siib*stitutienen erhält jetzt P den Werth 

Q^f(Q) dQ + ^<x/ (} fiQ) dQ, 



Um hieraus die Anziehung i abzuleiten, bedarf es nur der Eiiuneiung 
an die bekannten Sätze *} 



und man findet dann ohne Schwierigkeit: 



1 



Unter der Rücksicht , dass hier der Faktor von -7 die Masse einer 

» 

mit dem Halbmesser a beftcbriebenen Kugel bezeichnet« ergiebt sich hier- 
aus *das Theorem: 



*) 9. N«ie ff. ' ^ 

^ * Digitized by Google 
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Ein im Innern der Hiigel liegender, um a von deren 
Mittelpunkte entrernterPtinlct erleidetdjeselbe Anziehung, 

nls wenn nur eine mit dem Ilaiiimesser a 1) eschri eb eno K u 
.gel vorhanden und die Masse derselben in ihrem Mittel* 
punkte vereinigt wäre. 

Bei einer homogenen Kugel» also etwa ist demnach für 

einen äussern l'unkt 

und für einen innenliegenden 



3 



niillnn im Iclztercn lulle die Anziehung direkt i)Jt4^)ortional der Kntfer* 
nung des Punktes vom Ccntruni. Für einen auf dcF Oberfläche der Kur- 
gel liegenden PunJU, d, fa. für cirs=r» vereinigen sidi beide Formeln 2U 
dem Wcrthc -^nkr, ^ 

Um die Auziehuug einer aus den Halbmessern ?*| niai / . hcschrie- 
benen Kugdschaalc zu bestimmen» braucht man dieselbe nur als die Bif* 
ferenz zweier Kugeln anaiseheli, von denen die^erste mit dem grösseren 
Halbmesser Vi und die zweite mit dem kleineren' Halbmesser beschrie- 
])en ist. Nenucu wir Mi die Masse der ersten und M.» die Masse der 
zweiten Kugel, ^, die Anziehung der ei-slen und die der zweiten, so 
haben wir fär die Anziehung» A der Kugelschaal«^ • 

wo M die Masse der Kugclschaalc In dt utd uml, vurausgeselzt wird, dass 
a>> ? i, also auch J>r2 sei^ Liegt zweitens der angezogene Punkt in der 
anziehenden Schaala selbst, ist also ti^a^fs, so befindet er sich in- 
nerhalb der grösseren, aber ausserhalb der kleineren Kugel« tmd dem- 
nach ist . . * 

^ m-*-^a 

wobei IN die Masse einer nSf dem Halbmesser a beschriebenen Kugel 
bezeichnet; ist endliiji >^rs>a, so liegt der angezogene Pimkt 

^ ^ Digitized by LtOOgle 
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TOD der Kvgelschaile unsddosBenai Hohlkngel , tho hi- 
mrliaih Jf^ sowohl als Mi, und es ist dann 



d. h. der Punkt erleidet gar keine Anziehung, woYon man sich übrigens 
auch leicbt durch eine einCidie Betrachtung fast ohne alle Rechnung 
Obeneugeii kann» 

Anziehung des homogenen dreiachsigen Ellipsoldes. 

Den angelogenen Punkt, nehmen wir t nm Anfimgi^unkle rechliilnk- 
liger Coordiaatenj also a8=/? = ^==0, und die CoordinaCenaebsen legen 

wir parallel den drei Halbachsen des Ellipsoides, welche JetzLerc a, b und 
c heissen mögen; die drei CoQspoDenten der Anziehung sind in diesem 
Falle laut I^r. 6) und ohue weitere Rücksicht auf die Vorzeichen 

C«= III ® dtaä^d(f 

Wir besdirlnken uns liier auf die Betrachtung Ton A, well bei der 

symmetrischen Lage des Coordinatensystemes in Bezii^ung auf a, b, e 
die Eulvvickelung von B, C im Wesentlichen dieselbe und nur in der 
Beieicbnung verscbteden sein würde, so dass man B und C auch leich- 
ter durch Buchstabenvertanschung erhalten kann« Die Dichtigkeit Q sei 
eonstant» wesshalb man einfacher 

81) ^III^^^ dw 4^ d^ 

schreiben darf. Um nun die lotegralionsgranzen für ^ , ^ und cd zu be- 
stimmen, dienen folgende Bemerkungen; Verlängert man den Radiusvec* 
tor PM^q hinreichend» so durchschneidet er die Oberflicbe des Ellip- 
soides in zwei Punkten. Mi und Jf, (Fig. 3 gtebt einen blossen Durch- 
schnilO ; «lit^se Punkte liegen auf derselben Seite der Geraden PJ/, wenn 

der angezogene Punkt P sich aussechalb des Ellipsoides heiindett dage- 
89hlimUok9 dtr AttnutioiuoaleiL 2 
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§tn liegeQ m auf enlgegeiigesatiteii Scitaa von P aiv, P in die 
aDzieliende Masse selbst ßllt. Nennen wir in jedem Falle und die 

absoluten Längen von Pif| und PM^f so sind die iategraüoQsgränzen 

in Beziehung auf q 

^sr, bis ^ssfi fär einen lusaercii Punkt P» - 
^ss^fjibls ^sBri für einen inneren Punkt P. 

Die GrI&ssen fi und bestimmen sich leicbt, weil üfi and 

Punkte auf der Oberfläche des EUipsoides sind. Neiineu wir r, ^, at 
die polaren Goordinaten eines solchen Punktes in Beziehung aul das bis- 
herige Coordinatensystem , ar, y, % die rechtwinkligen Goordinaten des- 
selben Punktes in Beziehung anf die drei Halbazen dee Ellipsoides als 

Coordinatenachsen , endlich a, ß, y die ursprünglichen rechtwinkligen 
Goordinaten des Mittelpunktes des Ellipsoides, so Huden die Gleichungen 

« SS reos^ — a 

statt und wenu mau diese in die Gleichung der Oberfläche des Ellipsoi- 
des, nämlich 

aubstttuirt, so erhfllt man eine quadratische Gleichung Ton der Form 

32) Nr*—2Ur=V, 
worin zur Abkürzung gesetzt worden ist: 

33) ^=(— ) +(— r-) ^(—r-) 

»> (f)"-(fr-(^)' 

Die Wurzeln der obigen quadratischen Gleicliung, iiamlich- ^ ' 

Tf ^T? 

sind nun unmittelbar die Werthe Ton r| und Was iiocli (jw, Inlegra- 
tionsgränzen für und w anbelangt, so gestalten sich diese sehr einfach ; 
mir ^ gelten nftrahch die Glänzen -^»0 bis <^saflr «id Ar a» die Werthe 
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tfsO bit «*fr, ivi« maa HnmiMiar «rkenaea wird. Nach alle dieBeii 
Bemerkungen ist nmi für ^en ausserhalb liagenden Ponkt P 

AssS i d(A i eoiO^ 9in& i d^ 
fOr einen im EUipaoid aelbsl liegenden Punlit ist dagegen 



ssB f d(a t md-sin&dd- / d^. 



Die in Beziehung auf ^ angedeutete Integration Jässt sieh unmittelbar aua- 
ftthren und glebt im ersten Falle 



/da i eos&Min^d^lr^^r^ 

2 ^iP+WV 



0 

und im zweiten FaUe 



A^B I d(a I coi^sin^ d^lr^-^-Ti] 

r^n I^n 2 ü 

BB 0 / db) I COS sind' dd" , 

Man erkennt hieraus, dass die Berechnung der Anziehung emes Eüipsoi^ 
des im zweiten Falle bei weitem einfacher ist als Im ersten, wo man es un- 
ter dem Integralzeichen mit dner sehr rerwickelten Wurze]gW(sse zu thun 

bekommen würde; wir beschränken uns daher auf den Fall eines im In- 
nern liegenden Punktes. Vermöge des Werlhes von ü ist dann 



86) A 



+ / coli» d» # — 



2* 
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Die drei auf ^ Ji»ezögU€heii lotegrale stehen iwler der gemeintchaCt* 
liehen Fora 



zerlegte man dieses in die beiden folgenden 



und setzt im ersten ^=ä^', dagegen im zweiten ^=;r — so wird 

\^ 

=s / /^(^O d&' -k- I f(n—»') d^' 

• ■ 0 

■ 

Bleibt nun die Funktion f(ß^ im zweiten Quadranten dieselbe wie im 
ersten, d. h. besitzt sie die Eigenschaft f{^0=fi^^^')f 
nach dem Obigen 



md&^2j md^ 



ist dagegen f{^)^ — ({n—iy), so veirsehwindet das ftwis<lien den 

Gränzen i^ = 0 und &=7i genommene Integral von f{^}dd'. Wuii be- 
sitzt aber der Ausdruck 

/w- — r— 

die erste Eigenschafl f f{n^^) und daher kann man im ersten 

Integrale der Gleichung 36 > cUc Glänzen ^ — 0 und d^ = \7i. emfübreo, 
indem man zugleich das integral doppelt nimmt. Die FunJOion 
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= jf , 

besitzt dagegen die zweite Eigenschaft f (d-') =. — f(7t — S-') und daher 
verschwinden die beiden anderen Integrale, indem sie aus sicii gegensei- 
tig hebenden fiiementen bestehen* So vereinfacht sich der Werth von A 
bedeutend und redacirt sich auf 

daraus wd durch Umkehrung der Integrationsordnung 

0 • 

Huibiciitlich des in Beziehung auf lo genommenen Integrales gilt nun 

dieselbe Bem«rknog wie finiher; da nfimlich die Fonktlon ^▼on fa^\it 

bis Q) s 9V dieselben Wertbe annimmt, die sie schon Ton (9=0 bis 
ta^\n hatte» so kann man eiDfacher schreiben 

Die auf bezügliche Integration ist sehr leicht ausführbar, wenn 
man in dem Warthe you N 

- — ) = — s— (coa*ctf + «»*w) 
a / a* 

setzt, wodurch üerseihf die symmetrische Form 

aoniinmt« bd weldwr p nnd q als Abkarzungsaeichen dienen , nimlicb 

Ei ist dann« nach einer sehr bekannten Formel 
'U^ /'Vi» 
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und midun doreh Eiofübrao^ diflses WertliM 

/ / ) cos ^d- sin^i^l icos^ d- . am'^j 

oder auch 



= 4;r0a6c / _____ 



Durch Einfabning einer neuen Variabein coi^=t, alao tin^ 
= — dl und at'n''^s 1 — t*, geataltet sieb dieser Ausdruck wie folgt: 



= ^JtQabc I , 



38) — - — ^^'i^ 



(1 — + 6» /»J[a» (l — f»; + c»fT 
und man hat nun entsprechend durch Buchstabenvertauschang 

89) B^^nQßacl, , , j'/* 



40) 



(?«=4»0y«ft / - '^^^ 1 

/ Vt«Ml— + a» <»J [6* (1—1*) + 6' 



Hier bedeuten et, y die Coordinaten des EUipsoidmitLclpuiiktes , bezo- 
gen auf drei durch den angezogenen Punkt parallel zu den Ellipsoidach- 
sen gelegte Goordinatenadisen ; will man dagegen, wie es bequemer ist, 
die Achsen des Ellipsoides zu Goordinatenachsen nehmen, so mfissen 
— CK, — ß und — y an die SteHen Ton ß, y gesetzt werdott. Hier- 
diircb ändern A, B, € nur ihre Vorzeichen, was wir weiter nicht zu be- 
achten brauchen, da es uns nur auf die Grössen dieser Cooiponente», 
nicht aber darauf ankommt, in welchem Sinne sie wirken, indem letite- 
rer unmittelbar bekannt ist Wü* kdnnen daher die vorigen Formehi un- 
geändert beibehaUen, wenn wir unter B, C die absolulea Intensitäiea 
der Anziebuugscouipoueutcn und unter a, ß, y die Coordinaten des an- 
gesogenen Punktes verstehen, wobei letalere auf die Achsen des Ellipsoi- 
des als Goordinatenachsen bezogen suid. 
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Fermela fOr das Retation&ellip&oid» 



Die Ausfülirung der in den Gleichungen 38)) 39) und 40) ange- 
deuieieo IntegraUonea ist durch logaritbiuische und cjklpmetrische Fauk* 
tionen nicht inAgltchY weil die anter dem Wur^ehseichen Torkommenden 
Ausdrflek« vöm vierten Grade sind. Bfan muss dessbalb die Integrid« 
entweder auf elliplisclie Funktionen zurü(krühreu, w'm es Legendre gelban 
hat, oder sie in uneodiiche Reiben verwandehi, oder endlich ihre Wcrttie 
nach der eogenannleo Melbode der Quadraturen berechnen. Es giebtin- 
' dessen einen Fall, in welchem die Integration auf dein gewöhnlichen 
>Vege bewerkstelligt werden kaiin, wenn nämlich zwei von den Achsen des 
EUipsoides gleich sind, also das dreiachsige Eilipsoid in ein Rotationsel- 
lipsoid Abergebt. Nehmen wir ein- für allemal a>(, so kann nun ent- 
weder 6=( oder c = a sein; das erste giebt ein gestrecktes, das zweite 
ein abgeplattetes Rotationsellipsoid; zugleich wollen wir die beiden Ver- 
hältnisse, in welchen die lineare Excentricit&t Va' — zu den beiden 
Halbadisen steht, .mit e und l bezeichnen: 



I. Fflr den Fall eines streckten Rotationsellipsoides (csft) geben 
die Formein 38), 39), 40) in folgende über: 



Erinnert mau öicli an die bekannten Formeln der unbestimmten In- 
tegration 
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SO ergaben sieb flir die AoiiehmigKeiDponeiiten felgeade Werihe: 

4S) Ä=27r©.|^,[A ^TTr»-Ujl + /H^;] 

44) C= 2 ;r 0 . 1^ [^;. VT+T^ — / + Vm=*>]. 

II. Für 4eB Fall eines abgeplatteten Rotatiooaellipeoides (c^d) 
admien die Formeln fSr Ä, B, C folgende Gestalten an: 



^a 



Unter Aaweuduog der bekanuten Formeln für unbesümmte Inte- 
gration 

251- -+Cansi. 

ergeben sieb für C die nacfastebenden Wertbe: 
45) i^2jrÖ-^; 1 



a 



46) B^^ne^ 

47) C«2fl:0^ 




Digitized by Google 



Binben wir bei dem Falle de» aligeiilaUeieii Eltipsoidea, ala dem in 
der Planetenwelt vorkommendeD , noch einen Augenblick sieben. 



Sind die nnmeriscbe EiceDtricitSt e und das Abplattungamaass l 

sehr kleine Brüche, ^vic wirklich in der Natur, so ist es vorlheilhafl, 

die Grössen Armne, 9^1 — und ÄrctanX in Potenienreihen in ▼er* 
ivandeip, und man findet auf diese Weise: 

und wenn man die Hasse des abgeplalteten Rotationsellipsoides 
M^-Y^^bnQ in Rediming bringt 

48) i=^^«jn.Ä,. + Ä,. + j 

49) *=^jl-i;.'+Ai«_ j 

Für die Kugel ist noch 6 = a zu setzen, wo nun a den Halbmesser der- 
selben bezeichnet; zugleich wird M=^-l a^7i0, e und ^ verschwinden. 
Man bat dann einfacher 

R^^^ß r-^y 

folglich für die Resollante dieser KrSfle 

wo S die Entfernung des angezogenen Punktes vom Mitteipnnkte der Ku- 
gel bezeichnet Dieses Resultat stimmt, wie es sein muss, mit Dem flber- 

ein, was wir auf anderem Wege in §. 4. entwickelt haben. 
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Das Reduklioii^llieorem von Ivory» 

IJni den Schwierigkeiten auszuweichen , welche die Integration eines 

rerwickellcn Kadikales mit sich führt, sahen wir uns in §.5. gez\viiiigen, 
vorläufig auf die Berechuuog der Kraft, womit das £i]ipsoid eiaen ausseu- 
liegendea Punkt anzieht, zu verzichten. Wir kommen jetzt in diesein 
Probleme zurflck, um es tob einer wesentlich anderen Seite zu betrach- 
len, bei welcher die Unterscheidung eines inneren oder äusseren Punktes 
iieiuen so bedeutenden Unterschied in den Formeln hervorruft. 

Mebmen wbr die Achsen des EUipsoides su Coordinatenachseo und 
bezeichnen den angezogenen Punkt mit aßy, so ist die in der Ridir- 
tung der «-Achse wirkende Componente der Anziehung 

indem wir die Dichtigkeit als unverinderlitii voraussetzen. 

Die angedeuteten Integralionen sind hier auf alle im Innern des 
£iiipsoide8 liegenden Punkte (Elemente) xyz zu erstrecken und aus die- 
ser Bedingung die Integrationsgränzen zu bestimmeo« Diese Bestimmung 
richtet sich nach der Reihenfolge, in welcher man die Integrationen aus- 
fllhren wiH; da nun aus dem blossen Anblicke des Integrales erhellt, dass 
sieh die auf x bezügliciie Integration leicht ausführen lässt, nämlich 
(w^x) dx 1 



so ist CS am nalüriichsten , mit der auf x hezüglichen lütegraLiun anzu- 
fangen, also etwa die Reihenfolge x, y^ z einzuhalten. 

In Fig. 4. seien OA^a, OB^b und 0€^e die drei Halbaxen 
des Ellipsoides, die drei Coordiaatenachsen , JP bezeichne einen beliebigen 
Punkt im fonem des Ellipsoides, welcher durch die drei Coordinaten 
FG = x, GH = y, H0 = % hesünmU ist. Verlängern wir die Coordinate 
FG, bis sie die Oberfläche des Ellipsoides in zwei Punkten F' und f 
schneidet (die Figur giebt nur den ersten Punkt) , so sind die Grinsen 
für X offenbar x^F'G bis «=F'C, oder a?=— Ftf bis »s+Fff. 
Die Länge FG ist sehr leicht zu bestimmen, wenn man sich erinnert, 
dass F' ein Punkt auf der Oberfläche des Ellipsoides ist und dass folg- 
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Mi seine Goordioaten P'^» y and ff % der Gleichung der 

£llip8oidoberfläche genügen müssen. Bezeichnen w PG mii A\ so mues 
demnach 



(ir*(fr-(f)'-' 



sein und hieraus findet sich der Werth von X; die Gränzen für x sind 

also 

— X bis a; = + X 

»a) 



'-/'-(^)-(f)' 



Verlängern wir ferner GIl = y^ bis diese Gerade die OberflSche in zwei 
Punkten und G" Irim, so sind y^G"U bis y^G'H, oder y = — G H 
bis y 3S8 + fif'ff die Grinsen für y. Da auch der Punlii G' auf der Ober- 
flidie des Ellipsoides liegt, so mflssen seine Goordinaten wiederum dfo 
CUachung derEUipsoidoberflldie erfüllen. FOr Q*M^Y shid diesoGoor^ 
dinaten: Null, F und miihin ist 



und die Grlnieo lUr y sind:, 

y=— Fbis y = + F 



53) 



Die Grtozen für x endlich ergeben sich, wenn man Off«*i» ver- 
Iflngert, bis diese Gerade die EUipsoidoberflftche in iwei Punkten C und 

C schneidet; diese Gränzen sind 

» = — c bis + c. 
Nach diesen Erörterungen ist nun 



'-V'-J"M 



(a — x) dx 



«0 statt X und F db in Ö2) und da) wseicbneten Wtf tke m s«tMi 
wiren. Slmmlüche IntegntienagrSnasa hingen von «, 6, e al» nnd wür- 
den daher für ein zweites Ellipsoid nicht dieseiLen sein ; um aber von 
a, bt c unabhängige. integraiioQsgränzen zu erhalten, bedarf es nur der 
Einfähruqg dreier neuen Variahehi 
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«««J» «ssscf; 



man hat dana aaniefait 



VDd wenn oif^X gaworden ist, wdrda a^ssX* d« h. 

geworden sein; ebenso gebt tüv y=y, brj in Y über imd es ist 

dem Wartha s » e entspricht eadUch (asL BeieidmcD wir mm wi« 

folgt: 

so niflUBt die Formel für A folgende Geatalt an: 

yo4-l ^4--^i 

VC« - a J)» + 0?-- 6 j^)' + (y-c 
und hier können wir die auf f bezfi^iche Integration ausführen/ indem wir 

und nachher für ^ die (iräiizwerthc + A und — ä setzen. So einlebt 
sieb ein Aesultal von der Form 

55) 



A^Buf^ d£ d,(i~i) 



— 1 — i2 

worin r und A zur ÄbkArzung benutzt worden sind; nämlich 

A == >/(« -f a^)-T1^^6^* + (y— c?) ^ 
EntwidLelt man die unter dem Radikale stehenden Quadrate und aetat 
statt X seiiken Werth, ao findet man ohne Mfih« 
56) r»s=5«* + /?» + y»+tt» 

— 2aa Vi— 2»/? jy—acyC • 
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Ohne nun einen Versuch zur weiteren Integration in No. 55) zu 
machen, betrachten wir jetzt ein zweites Elhpsoid mit den neuen Halb- 
achsen ttgf b^p weldieft einen iweiten Punkt ctißgy^. anzielit. Die 
Componente desselben wird dann dureb die entsprechenden Formeln 

— l — Ä 
59) V««i*+A*+yi*+«i* 



60) Äi*««i»+A»+y,»+V_ 

hesümmt, indem wir vorausseUen, dass das zweite £Uipsoid mit dem er- 
sten gleiche Dichti^eii besitze. Könnte man nnn die sechs Grössen 

Oi> ^11 ßiy Y\ 80 bestimmen, dass =r und sogleich Ai^ll 

wäre, 80 würde das in 55) vorkommende Doppeiintegral dem in No. 58) 
vorkommenden identisch sein und man hätte dann durch Division 

also eine sehr einfache BeZiehang, zwischen A lind 

- Aus der Vergleichwig von r und , sowie von A und üf ergehen 
sich nwi folgende sechs Gleidiungen: 

62) a, ffi =aa, fc|/?( = 6/y, c, y, =cy 

43) c,»— 6j*=o»— 6», flt*— <ii? = a» — c». 

Bleiben wur zunächst bei den zwei letzlea Gleichungen midien > «ns 
•welGhe^ durch Snbtmction noch * 

.64)., ft^^ — Ci2 = 6«— 

jfolg^» so erkennen wir, dass das gesuchte Ellipsoid dieselben linearen 
beoitzt wie das gegvbenet data also beide fiUipioide eoa- 
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fokal sind* Wir geben nas tat CHeichugtn 68) und 64) d» besser« 
Form 

und nennen o) dcu gemeinschafüichea» noch unbekannleo Werth dieser 
drei Quadratdiffereoien; aus 

folgen dann die Gleichungen 

tt5) «1=^** + '"' fi| = Vc* + Wt 

wdche sur BesUminuiig der Halbachsen des neuen EUipsoides dienen, so- 
bald CO erst bekannl ist. Die Gleiehungen 62) geben nun weiter die 

CoordiüaUn 0| , ß^, des vom zweiten Ellipsoide angezogenen Punktes» 
nämlich 



_ hß 



66) j " 6i V*» + a» 

Um endlich zu bestimmen, substituiren wir die für aj , » nnd 
0^ f A > gefundenen Werths in die Gleichung 61) « nachdem wir letz- 
tere in der besseren Form 

dargestellt haben j es iuigt dann 

und diese Gleichung ist auf doppelte Weise erfüllbar, entweder dorch 
fiisO, oder durch 

• • 6£" ßi^ 

Im ersten Falle würde das zweite £Uipsoid dem ersten congment 
«■d ^ßifi ^ ^ßy identiseh sein, was nichts der Aufmerksamkeit 
Wertbes giebt Bedeutender dagegen ist der sweite FaB, der auf eine 
cubische Gleichung fulirt und demnach wenigstens einen reellen Werth 
von Ol liefert. Da unter diesen Umständen r mit fi, K mit Hf identisch 
wir4| so kennen wir jetxl folgendes Theorem ansq^reciieii: 
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Wflflw Ott Iiiip0oid uam Fvikt auidkt, giobt «s ianMr eio 
iweites Gonfokales Eüipsoid der Art , dass die Componenten der An- 
ziehungen, welche das erste Eliipsoid auf den gegebenen Punkt und 
das zweite auf einea anderen Fankt ausüben, den Produkten ans den 
MoacUiBssendeB Aehaen proportional sind, nftmlieh 
68) i : ii ssr he : ^iC^. 

Dieser Satz gestattet eine sehr elegante Anwendung auf den Fall, wenn 
der Punkt aßy ausserhalb des ersten Ellipsoides liegt, alao 

ist Beseicbnen wir nümllch die linke Seite der Gieidiung 67) mitF(ot) 
und lassen wir co von 0 bis ao wachsen, so ist F{co) eine fortwährend 
abnehmende Funktion von co ; im Anfange hat man wegen Nr. 69) 
F{0) > X, nachher ^i<^) » 0 < l und mithin giebt es einen einzigen 
po»itiTen Werth Ton o», für welchen F{ia)^l wird. Nehmen wir alao 
für die einzige reelle positive Wurzel der Gleichung 67), so folgt aus 
No. 65), dass das zweite Eliipsoid grössere Halbaxen besitzt als das 
erste, und aus No. 66)^ dass der Punkt a^fiiy^ dem Goordinatenanfange 
niher liegt 9h 4tßy> Dnrdi Substitution von 65) in 67) wurd 

d. h. der Punkt aßy liegt auf der Oberfläche des zweiten Elüpsüides 
drückt man mittelst der Gleichungen 66) a|, /9| , durch etf fi, y aus,} 
00 geht die Torige Gleichung in die folgende Aber : 

„1 + + ^ - * 

d. h. der Punkt ßi liegt auf der Oberfläche des ersten EUipsoides, 
also im Innern des zweiten EUipsoides. Vermöge dieser Eigenschaft kann 
man Ai nach den Formeln der §§. ö. und 6. heredinen und dann er^ 
giebt aidi A mitteilt der Proportion i:ii = ftc:6|C^« So gdangen wir 
zu folgendem Endresultate: 

Um die Anziehung zu berechnen , welche ein homogenes Eliipsoid E 
auf einen aussenliegenden Punkt aßy ausübt, construire man zu- 
Dftchst ein dem ersten confokalea EUipaoid 4« dessen Oh.orflicfae 
doreh aßy geht nnd dessen Dichtigkeit der Ton M gleich ist. Diq- 
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ees iweiCe ElfipMid 1^ lasse man anf einen Pmkt «i ßi f g wirken, 
der auf der Oiierflädie von 4 aIbo im Innern von Mf Uogt» und des- 
sen Ceordinaten nach den Formeln 66) bestimmt werden. Ans den 

Componenten , Bi, C, der von auf C| ßi ausgeübten Anzie- 
hung leitet man nachher die gesuchten Componenten A, B, C mit- 
telst der Formeln ab: 

Wenden wir diess auf das abgeplaLiete Rotationsellipsoid (c = a>6) an, 
so haben wir unter ut die positive Wurzel der quadratischen Gleichung 

tu Terstehen und es ist nun 

fttr die EicentridtSt und Abplattung des neuen EUipsoides gdlen die 
Formeln 

71) ,^^>/ä!Ev^>/i 



*— 6» e 



•und Hut den neuen Punkt ot ßt sind die Goordinaten 

V«* + o> V* +w Va* + <» 

IHie Oomponente i bestimmt sich nun wie folgt: 

öder nach Substitution der "Werlhe ron «i , und cr^ - 
74) 1^2^ imm.,-. ^T^j^ 

wo nur noch die WerChe ron e^ und o» aus 71) und 70) einzusetzen wi- 
ren, was wir unterlassen, um die Formel nidit zu compliziren. Ffir B 
und C erhält man ebenso leicht: 
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75) g^4^ö^^^ ^i-j^^^ 

Für die Kugel (6=»a) wird «Äa' + /S* + y^ — a*, und. die Ausdrücke 
rechter Hsnd gehen üetftgiieh in -f» -f» 7 übers'uiao erh&lt so drei 
Componenten, deren Resultante 

ist, was mit dem Fr&lierea übereiuslimmt. 



AiisiehuDg eines aas älulicheu Schichlen bestehendea EUipsoides« 

Wir betrachten jetzt allgemeiner die Anziehung, welche ein Ellipsoid von 

ungleichf?jrniiger Dichtigkeit auf einen beliebigen Punkt aßy ausübt, und 
um über das Gesetz der Dicbtigkeitsveränderung innerhalb des EUipsoides 
eine bestimmte Annahme lu haben, wollen wir vorauasetsen, dass die 
Dichtigkeit im Punkte my» durch 

ausgedrückt werde« wo f eine beliebige Funktion bezeichnet« Die stati- 
sdle Bedeutung dieser Supposition ist sehr einfach ; aUe dlejenigeii £le- 
inente nSmlich , liftr welche die eingeklammerte Summe eben constanten 
Wfttüü efhIU, etwa 

liegen auf der OberflSehe eines mü deq .HUbaehsen a/*s, b^t iM' 
c^8 bescbriebenea Ellipsoides, welches dem ursprünglichen Ellipsoide 
Ibnlich ist; einem individaellen Werüie Ton s entspricht also eine unend 
liih dOime homogene eUipsoldisdio Sehaale und die Aenderong roü $ 
giebt te Uebergang von einer solchen Schicht sor anderen. Unter* der 
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gemachten VonmBsetitng besteht aeranach das EDipsoid aus einer etetiffea 

Folge ähnlicher Schichten, deren jede für sich homogen ist, während die 
Dichtigkeit von Schicht zu Schicht wechselt. Das Potenzial der Anziehung 
Ist nuDnefar 

fr r ^^'^ "^"^ ' - 

und darin beziehen sich die drei lulegralionen auf alle im Innern des 
£liipBoides lingenden £lemente, d. h. auf alle die positiven und negativen 
9, tff welche der Ibgleichung 

'>{-.}' (7)'» 

oder 1>«>0 

Genfige leisten« Fflbren wir zur Vermeidung von Brächen drei neue Va« 
fiairte {, 77, g wflehe dnreh Gleidutagstt 9^a& f^^Vß '»^^ 

bestimuiL werden, so ist einfacher 

80; s^S^ + fi^ + ^. 

worin sich die Integrationen auf alle positiven nnä negativen der Un- 
gleichung 

82) l>|Hi?*+{'>Oi oder l>a>0 

genügenden |» 17» £ beziehen. — Zur Ausführung dieser dreifochen Mi- 
gration würden nun die bisher angewendeten Mittel nicht mehr zureichen 
und wir bedienen uns daher einer wesenllicli verschiedenen Metbode, de- 
ren Gruudzüge von Lejeune DirichUt entwickelt worden sind , uud ^«Ichf» 
Im Wesentlichen darauf hinauskommt, das zu reduzirende vielfache Jnte* 
gral mit einem Faktor zu mulltplieiren, weföher eine endliehe Grösse be- 
sitzt oJt r veiächwindet, je naciideai die Bedingungsgleicliuiig des Inlegra-^ 
les [hier ^o* 82)J erfüllt oder nicht erfülii ist. Um diesen Kunstgriff 
hier anwenden zu können, erinnern wir an das Theoram von Fmarkr^ 
4einziiMgt dfer Werth des DoppeUnligralw*) 

2 /»• /»l 



a» .Hi»« lU. 
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aa fit) oder gleich Null ist, je nachdem die positive Grosse s weniger 
oder mehr als die fiioheit beträgt; wir liabeo daher auch 

WO r alt Abkürzung benutst worden ist, nämiich 
84) («^«Ö« + {ß^lfü^ + 

Iit ^<*m für P angegebenen Integrale lassen sich aber die auf ^, ?•, C be- 
züglichen Integrationen auf beliebig erweiturie Gränzen ausdehnen*, da 
Däiulicii das als Faktor zugesetzte Boppelintegral für a>l vembwiadet« 
so werden bierdardi all« Elementa, weldie der Bedingung s<l nicht 
genflgen , von selbst ausgeschieden.- f^tien wir 

^OD —OD —OD <l O 

Sf^wäre diese, das Potauial der Tom unendlidieii Baume a«f den PuakI 

aßy ausgeübten Anziehung, jedoch mit der Bficksicht, dass \tä Innern 
eines gegebenen Ellipsoides (d. b. für s<Cl) die Dichtigkeit = /"(s), 
ausserhalb desselben wäre, was mit dem Potenziale des Ellipsoides 
auf Dasselbe hinaoskommt, weil der leere Bnini k^ine Anziehung ausübt. 
Wir haben uns daher einzig und allein mit dem Integrale in No. 85) zu 
beschäftigen, statt dessen wir auch das folgende 

06 ' 



86) 0 = |-a6c 




I or OD 

filifi^ / e**"» d(a I f(^) coso)^ 



— 00 —Ob '-i-c» 

betrachten können , von welchem P den reelleu Bestandtheü ausmacht« 
wenn t die Wurzel V — i bedeutet. 

Yersparen wir die auf und (c> bezOglichen Inte^ttbnen bis znletzi 
so ist «mb 

O O — OD — OD — OD , 

wobei es zunlcbst auf die AusfAhrung der drei für j^, ( geltenden Inte- 
gration«! ankommt; wir aetzen daher 

a • 
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87) 0= — aftc ido) i f{ß^)mtad'd'» . S, 

wobei 5 als Abkürzung dieDt imd sich die Aufmerksamkeit nunmehr auf 
die Gleichung 

y^OD yioD y^Q«> ^ . 

•—OB —OD «—OD 

ZD ftditen hat. Der UebeniehtUchkeit wegen iridmep wir dieser Eeduk» 
tton einen besonderen Paragraphen. 

FortsetzQflgt 

ünmiUdbar ist die flkr 5 angegebene dreifaefae Integration Hiebt aus- 
führbar, sie wird es aber auf der Steile, sobald man den unbequemen 

Faktor y selbst wieder in ein bestimmtes Integral Terwandelt. Nach d- 

ner bekannten Formel bat man nämlich*) 

0 

folglich umgekehrt» wenn k — r'^ gesetzt wird: 
Ooreb Sobatitution dieses Werthes geht die Gleichung 

""■Oft OP — o> 

in die folgende über: 



1 yOOD yOQD yOOD y^lQß 



— 00 — OD — ff> 0 

und in dieser versparen wir die auf ^ bexflgUche Integration bis suleut; 
es ist dann 



•) i. WoU IV. 
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89) 5» 




dl drj 



Die drei auf |, 17, £ bezOeiachea Inlegraüoneii kdotten jeUt mit eiaem 
Schlage aaegefiihrt werden. Vermöge der Werüie Ton t and r* isl näm- 
lich bei vollständiger Eiitwickelung 

+ äaaV'S 

Die in Ko. 89) vorkommende Expoaenzialgrösse zerfällt nunmehr 
in Faktoren, von denen der erste in Bexiehung auf £» i}, ? constant 
iit« der iweile nur |, der dritte nnr nnd der leUte nur C enthalt. 
Zulolge dieser Sonderung der Variabein verwandelt sich das dreifeche In- 
tegral 



und mit Hüire derselben laisen sich die obigen Integrationen auslühren, 
indem man successiv v = §, 1/» i 




in das Frodukt der folgenden vier Faktoren: 
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setzt Durcli Ausföbmng dieser kleinen Rechnung und nadiberige Ver- 
einigung jener vier Faktoren ündet man obue 3Jühe, dass das dreifapbe 
Integral 

y^OO y^QD X^QD 

folgenden Werth bat: 



worin Sur AbkOrznng gesetzt werden ist: 

Substituiren wir nun den soeben gefundenen Wertb des in Beziebung 
auf ^, 7], ^ genommenen dreifachen Integrales in die Gleichung 89), 
so wird 

90) S^nt^^^ 

Diess lässt sich noch etwas einfacher darstellen, wenn man statt i// eine 
neue Variable t der Art.einführt, dass i/;= y ist, wobei o> als Gonstante an* 
gesehen wird» Man eibät dann 

und die Grosse ^ geht über in 



Beittcbnen wir zur Abkdming in nacbstebender Weise 



% 



^ ' 



so ist einlach ^=iwT und die Gleichung 90) gestaltet sich wie folget: 
92) 5=716^^» i f . . . 

womit 5 auf seinen eiofachsten Ausdruck gebracht ist 
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Kehren wir nua zur Formel 8?) zurück und führen in dieselbe den 
Werth von 5 ein, so ergiebt eich jetzt 

J J "c/. V(a' + Ol»* +<>(**+») 

0 0 0 

oder wenn wir die auf t bezügliche Integration bis. zuletzt aufsparen 

• Q e > 

Der reelle Bestandthell hierren iet das PotentiM, nämlidi 

und bieraus iindet sich die Gomponente A der Anziehung durch die For- 
mel i =s — wobei ztt berftekeicfatigen iet, dass a nur in 7 Tor« 
kommt und 



rfa da * a' + * ' 

iai, Nach dies« Bemerkung ergiebt sich sogletcii 

Hier Usst eich der Werth des auf ^ und co bezogenen Doppelintegrales 



sehr leicht mittelst des Theoremes von Fourier entwickeln » wenn man 
auf die Untebcbeidnng der Fälle T<i und f >1 eingebt. 



Liegt der angezogene Pttnkt aßy innerhalb des anzieheüden Ellip- 
soides, 80 ist * - ^ 

Digitized by Google 



— 40 — 

folglich um 80 mehr 

weil t ▼erm&ge der iDtegrationsgränien f sss 0 bis c a od iiar positive 

Werlhe erlangt; das in Nr. 94) verzeichnete Doppeliotegrai ist dann 
s=-^;r f(,T) msd mithin für einen inneren Punlct 

^(r) dt 

INM gilt aitcfa noch TAr einen apf der Oberflftcfae des ElUpsoides liegcu- 

den Punkt aßy; bei diesem ist zwar - 

a> ^ 6* ^ 

dbkf wegtti r>t diMli sodi r<L 

Befindet sich dagegen der angezogene Punkt aßy auaserbalb des 

EUipeoides, so ist ' 

P 7» 

also anfiiDgs, d. h. fär isO, T>1. Wibrend aber t das Integrations- 
intemü rsO bis f söd durcbUlnft, nimmt T foKwibrend ab bis nir 

Null. Es giebt daher eine Stelle, bis zu weicher T^i ist und von weU 
eher ah r< 1 wird und bleibt; diese Stehe bestimmt sich durch Auild* 
siuig der Gleidmng J=:l »der * 

Nennen wir r die reelle positive Wurzel derselben, so ist 
so lange r<T, dageg«n 2!< 1, wenn t>z* Zerlegen wur oim das lola- 
grationsintervall |asO bis 1=00 in xwei andere tob «bO bis i^t und 
TMi 4s iHi f ^<^» *o ist 



/**__ dt 1 /*l 
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. - Im «rsten Inügnle liat man wagen r<v> r>l ind Ic^ 

/ m fa dta j f(&)€0$(a^4&ssfi, 

• 0 Q 

im zweiten Integrale wegen t^t, r<l, mithin 

CO« Joi do) I [{d^jcoscüO^ d^z^-^Tt f(J) 



• t 

and milbia bleibt abrig 



Fassen wir alles Bisherige zusammen, so haben wir folgendes 
Theorem : 

Üiiter flen biBBichllicfa der Dichtigkeit gemachten Voraanetiongen 
ist die ISngs der Halbaxe a wirlieode Componente der Anaiefaung 

wobei an die Stelle der unteren Integrationsgrftnze m die reelle po- 
sitive Wurzel der Gleichung f =1 oder die Noll zu setsen ist, je 

nachdem der angezogene PuukL aßy auäserhaih des Ellipsoides liegt 
oder nicht. 

Für ehie conatante Dichtigkeit f(t)^0, abo auch f{T)=e, wird 

Bei einem inneren Puntte, d. h. für <t)«»0, ist die Uebereiastimmung 
dieses Ausdrucks mit dem fHlber in §. 5. gefimdenen Wertbe von A 

leicht nachzuweisen; es bedarf nur der SubslUulion /=a^/aft*^, um die 
vorstehende Formel sogleich in diejenige üherzufulireny welche voriNo. 3g) 
Torhergeht 

Besondere Aufmerksamkeit verdient noch ein Reduktionstheorem, 
weiches sich an die Formel U7) knüpft. Unter der Voraussetzung eines 
ausaenlie g en d an Punkiss föhren wir n&niich in die Formel 
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eine neue Variable f| der Art ein, dass r = w + r, ist; zugleich setzen wir 
«s ergiebt sieb dann sogläcb . 

Lassen wir aber ein neues EUipsoid mit den Halbazen a^y^ 6^, e^ den- 
selben Panki tißy unter der VeiiuMsetaiing antleheii, dass derselbe nkdit 
ansserbalb des EUipsoides li^, so wäre die Componeiite dieser An- 
ziehung : 

und folglifb durch Ver^eicbuag mit dem Vorhefigebenden: 

Auf ganz gleidie Weise wäre 

B abc C ahe 



nnd folglich würde auch für die Resultanten R und dieser Anziehnn- 

gen die ähnliche Beziehung 

100) ahe _ -^nabe 

statt finden. Aus den Gleichungen 98) geht nun aber hervor, ;dass die 
beiden Ellipsoide gleiche Ezcenlricitäten 

besitzen; aus der zur Bestimmung von u) Uienenden Gleichung 



folgt andererseits milteist der Gleichungen tö) 

d. b. die Oberfläche des zweiten £ilip8oides geht durch ^ßy; demnach 
dürfen wir jetit fügendes bemeitsMiiwIhe Theoreiii aaäsfMdMi: 
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Wenn ein aus stetig a^tfein^aderfolgenden ähnlichen homogenen 
Scbtchten fusammeiigweCsteff filUpsoid erneu anssenliegenden Punkt 
adiMit, naA ein iwelfit, dtoi ersten coolbkalei, EPpedid bonttrare 

wird, dessen Oberfläche durch den angezogenen Punkt gcliL und des- 
sen Dichtigkeit nach demselben ■ Gesetze varürl, so verhalten sich die 
:! gltielinftniigeni Cenyopeptw der Anaiekuagen., iraklM kn^ 
.eddA.nif jfDin Funkt «osfikeii (der nnp emaevkilk des er8lefta.«Ull 
auf der Oberfiftcbe des zweiten Eilipsoidee liegt) , wie die Yolnmina 
der beiden Köq)er; dassel])e YcrbältDiss giU auch fär die resulliren- 
• ideii iinatebungMi s^#t* 

Man wird eogleiGh bemerken, dass dieses neue Theorepi dei» vim 
/0ory aufgestellten ttnli«^, aber insoCsm einfacher ist, als es nicht der 
Bestimmung eines correspondticntlen Punktes bedarf, welcher von dem 
^weiten EilipsQide angezogen wircU. Wie diese grossere Einlachheit mit 
der Sache selbst susammenhftngt« mag aus folgender Bemerkung oriieUfl^ 
Die Bestimmung der Componente A erfordert eine dreifache Integration; 
führt man keine von diesen drei Integrationen aus^ so lassen sich die 
Anziehungen, welclie zwei Ellipsoide auf einen oder auch auf zwei ver- 
schiedene Punkte ausäben, nur dadurch proportional machen, dass man 
das zweite EUipsotd dem ersten congruent nimmt und die angosoftenen 
Punkte zusammenfallen ISsst; diese giebt aber absolute Identität und mit- 
hin keine biauclibare Vergleichung. Führt man dagegen eine von jenen 
drei Integrationen aus, wie es in §. 7« geschehen ist, so erhält man ei- 
nigen Spielraum nnd kann jetst die Proportionalität der Componenten so- 
wohl durch Congruenz (o>sO) als auf eine sweite Weise (durch die cu- 
hische Gleichung für oj) bewirken, unü zwar cilordert das Letztere die 
Auflösung von 6 Gleichungen. Führt man aber zwei von jenen drei In- 
tegrationen aus^ wie diess durch die Formel 97) geschehen ist, so wird 
die Beweglichkeit noch grösser und es bedarf nur noch dreier Gleichun-' 
gen, uiü iUii Pruporlionalilät der Cuuiponeuten zu erlangen. 

Die Allgemeinheit des aufgestellten Theorems erlaubt natürlich eine 
Anwendung deuelben auf den Fall eines homogenen EUipsoides, indem 
wir nur /(s) s /(f) =s ^ constant su nehmen brauchen. Setzen wir 
es=:a>>5, also auch c^^a^^^b^, so wäre jetzt für das ahge^ialtete 
Rotationsellipsoid 
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wo ii di« C»Mp«nfliito te AmiclHiiig bedentit» dkl ein m 4«i Balb- 

eoii$tnnr(eB abgcpItUelM RoUtiooseKiiwoid saf den in taioer OMIiclie 
Mofftiideii Punkt aßy autObt. Diese Gomp<meiite wire nach No. 4d) 

i^s27r8--^ L_y-2 

worin die nnmerisdie Excenlridlät des iimn fillipMid«! iMMkAoeC; 

folgt 



w mit der Fonnel 74) flbereuiBliiiiml, wenn man atett seinen Wertli 
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Noten. 

I« In Fig. 1* seien OX, OY, OZ die drei Coordinalenachsen uo4 
OK=sa^ J[£ay, LM^s die rechtwiaUigen Coordinaten eines Punktet 
M; die polaren Coordinaten desselben Punktes mögen heissen Oifsp, 

<A/OX=x^' und <ZMKL = m; unter diesen Voraubselzungea is>t m dem 
bei K reditwinkUgen Dreiecke OKM 

OK^OHcoiMOK, d. b. 

femer in dem bei I rechtwinkligen Dreiecke ÄTI If 

KL=^KM , cos MKL, i. y^Qtin^^mta . . 
LM^KM.nnMKL^ d. i. s^^iffi^. «tfin» 

nnd diess sind die bekannten Formeln lur Verwandlung ron reciitiiinkll* 

gen Coordinaten in l'olarcoordinaten. 

Lassen wir ^, w sich ändern und zwar q um das unendlich 

kleine Inkrement Mü^dQ, den Winkel ^ vm MOV=:d^ und u um 

MKW^ dg, so erbalten wir das Volomenelement dV in Polarcoordinaten 

ausgedrückt. Obwohl dasselbe die Form eines GewAlbsteines besitzt, so 

kann man es, wegen der unendlichen Kleinheit seiner Dimensionen, doch 

«to Paralielopiped mit d«n drei Kanten 

MU:^g, MV^Qd^, MW^MK .dm^Qiin^dn» 

betraditen, und so gewinnt man die Formel 

dV=:MU,MV .MW =^ (i^ wi^dQ d^diü, 

ton welcher im Teite mehrfach Gebrauch gemacht worden ist. * 



H, Es kommt häufig vor, dass in einem bestimmten Integrale so- 
wohl die stt integrirende Funktion als auch die beiden Integrationsgrto- 
xen eine nnd dieselbe wUlklIhrliche ConsUnte enthalten, wie diess 
z. B. bei 



dx 
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der Fidl isl; das aUgemeiae Schema eines solcfaeii Integrals idire 
1) Ä=yl^Ot,a?) dx, 



wo nun a und b als Funktionen von ft zu beUachtea sind und miüiia 
IhmIi der WerUi ^ des lotegralei ?on ft ablilagl. 

Lassen wir fi sich um Afi ändern, so gehen a, 5 in « + Aa^ 
i + A6, S-^- AS über und durch Subtraklion wird 

Hier l&sst sich das erstn Integral in die drei folgenden zerlegen: 

d ' fl *■ ' 

und dadurch nimmt A S folgende Gestalt au : 

^ / yj{ft + A^i,x) dw — / 1// (/A + A/i, ic) da? , 

und durch Division mit A/i, weldies m Bezi«kiing aui die inlegntisu 
constant ist, . 

AS 1 /^b+Jb 1 /^a-f^a 



A^ 



A/» 



da;. 



Bezeichnen w mm das unbestimmte Integral toa ^(fi,x)dx mi 
g>{n,x)y so dass also ^ , . 

ist, so haben njr 
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und auf gleicbe Weise 

Ausserdem sieht in No. 2) unter dem letzten lategFalsetdMa dar favüell 
in Besiehnng auf fi. genommene Differenaenquotient Ten ^Qi,x); dieser 
ist um so weniger tou den entsprechenden partiellen Differenzialquotien- 

ten verschieden, je kleiner Afi wird, und wir können daher 

Selsen, wo e eine mit Afi gleichseitig rerschwindende Grösse bexeidmeL 
Nadi diesen BsmerknngeB Itann die Gleichung 2) durdi die folgende er- 
setzt werden:- 

AS _ q>(fi + Afi, b + Ab)^q>Qi+Afi,b) Ab 
Aß . . A6 ' Aß . 

q (u+ A y g -f A a) — </ (fi 4- A n , a) Aa 

Aa ' Aß 



a « * • 

und hieraus ergieht sich durch Uehergang zur GrUnze fttr unendlich klein 
werdende Aß^ 

dS _ d(p(jii, b) db d ( p (fi, a) da 
dfi db ' d (.1 da ' d^i 



oder Termfige der Glddiung 3) 
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Obwohl wtOr « blft nur Noll «bniiDint» so ^rf man dodi mchl 
dass immer 



sein mtae, da z. B. fttr 1= ao der Werth des Integmk» WItItg imba- 
atimiBt werden kann. Um eine genauere Bedingung xu haben, erinnern 

wir an den bis zum zweiten Gliede genommeoeu Taylor*&ctiea SaU» dem 
AuÜDiige die Gkicboog 

slalliiodet, aus welcher folgt 

und ebenso» wann fi, ala alleinige Variable angeaebeii wird 

Durch Vergieichung mit No. 4) erhalten wir jetit den Werth Ton *f 
und milbin 



Weaa nun das besUmmte Integral 

einen endlichen Werth hat, so ist die Torhergehende Um gani aicher =0» 

ausserdem aber wärde sie sich unter die unbestimmte Form 0 . od stellen. 
Wir dürfen daher sagen : unter der \ oraussetzungf dass das in r^io. H) ver- 
leacfaneto IntegraT ehien ODdlichea Wartii heaitat, gilt die Fomel 
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Kommt /< nur in nicht aber iu }p und a vor, so vereinfacht sich 
die Gleichung wie folgt: 

o 

ebenso, wenn nur a alieia von fi abhängt 

a 

und dies« Formeln sind es, Ton welchen im Texte Gebrauch geniMlit 

wurde, eimiKil liir h=zf.i und einmal lür u=f.i. 

Sind a und 6 von unabhängig, so hat mau 

Multipiizirt man diese Gieiclmug, wciclic auch m dei umgekehlten Form 

ß'^'-^ — ■ 

a 

dargestellt werden kann, mit und integrirt nachher, so wurd 



und wenn man nach Ausfühnmg d<'r aui \.l bezüglichen Integration dieser 
Variabela die beiden W erlhe ft = = a ertheüt^ so ist durch Sub* 
tracUon ^ 

a a 
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E» bedarf nur eiiier etwas anderen Schreibweite, um dieae Formel 
EU dnem der wichtigsten Theoreme der Integralrechnung uiningeatalteD ; 

für 

wird nimlici) umgekehrt 

nnd für (i==ß, durdi Sublraclioii 

IC 

In das Vorhergehende subatituirt, giebt diess die Gleichung 

nh ph pß 

na a a 

welche zu erkennen giebt, daaa in einem Doppelintegrale mit conatanten 

Gränzen die lategratiüiisordoung unigekeiiii werden darf, wena iiämlidi 
daa Integral 



/ " 'Z* (. " -iü \ 



4« h. im Yorliegenden Falle 

12) / r^y^^\dm 



P ' d<p(fi,x) \ 



einett endlichen Werth beaiUt. Diese Bedingung iat s, B. immer erfüllt, 
wenn a und h endliche Grössen sind und die Funktion | ) ^* 

nerhalb der Gränzen x^a bis x^b endlich und stetig bleibt. 



Dl« Eine auf ganz elementaren i'rutzipien beruhende Ableitung die- 
ses wichtigen Theorems ist folgende : 
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BeMwbnen wir mit IT den uiibekaiiQUn Werth des Integmiles 



sint 



von welchem tfch leicht naehweiscn iSset, dese er eine endliche 

Grösse seia muss, so kann auch der Werth des Inlegidies 



sin hu , 
d(a 

€0 



«ehr leicht angegeben werden. Für hssQ ist derselbe oifenbar aO und 
fißr negative k derselbe wie fQr positive h nur mit entgegengesetitem Zei- 
chen; wir kftnnen uns daher auf ein positives tou Null verschiedenes Jl 

beschranken. Nun ist aber 



y«tn h(o j f\\n huß ... . 



nnd folglich für Aoissf auch 



weil die neuen IntegratiousgrSnien für < sein wfirden I as j| . 0 m 0 md 
f a A. . OD » OD ; daher gilt die Gleidiong 



/» OD 
^a^doj = K, für«>A>0, 

für AssO ist dagegen die rechte Seite »0 und für ein negatires h wird 
sie IT, 

Man hat nun allgemeiner für m^n 

9inm<aeosH (ü , / sflt(«t + »> j . i / im(m— w)a» ,^ 
dagegen für 



st'wmiii ee< Hfc; i / <tn 2mctf 



fl • 

endUch für m<;fi 
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• 0 0 

und wir können daher sagen : der Werth des Integrales 



oc 

}e nachdem m^n , m^n , fii<ii. 

Nacb diesen VorbereUnngen betrachten wir das Doppelintegral 

3) S^J^dl 'Ji^ F^^^^nio&dit 

• a 

oder 

/OD ^-»^ 

Kehren wir in Mo. S) die Anordnung der Integralionen um, so wird 



oder 

a • 

und iivar ist diese Dmkehrang erlaubt > wenn das Integral 

a 

einen endliclien WerLb besitzt, was jederzeit der Fall ist, wenn in- 
nerball» der Grinsen ^«sa bis endlich bleibt. 

Wir iiiitersdn'ideii iiiiii l)ehurs der weiteren Diskussion von No. 6) 
die Fälle s>6, 6>«>^a< a>4^0. — im ersten Falle bat man we- 
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gen der Nr ^ geltenden Integrationsgränzen l>^, folglich um so mebr 

oder &<Cs und mithin verschwindet nach No. 2) das auf w be- 
zugiiche integral; also 
7) SssQ fdr 

Im zweiten Falle zerlegen wir wie (ulgl: 

00 



'= /F(^)d^ r sin ^ CO JOS 8 io^^ 



a 

+ 



s • 

und daan ist im ersten Integrale «>'^ wegen der im d- geltenden Inte- 
gi'ationsgränzen und miüiin verschwiiidel das auf cu bezügliche Integral; 
im iweiten Integrale ist dagegen und folglich der Werth des auf 

ia belogenen Integnles ssJC, also 



8) 5« kJ^F(^) d& för * >a> a. 

9 

Im dritten Falle s<a ist um so mehr i<^, mithin 

9) 5fc kJ^F(^) rf^ mr a>« >Ö. 



Vergleichen wir jetzt die in No* 6; Terzetchnete Fofia mit ieä g«» 
fundenen Werthen, so ist 

/OD X"»^ 
dio I i^(^) at»w^ d^ 



für: «>6 , fr>«>a , a>i>0. 

Kennen wir ((J)) das unbestiumile iiilegrai von t\d-) dd-^ so dass. 
also F{^)s»/'{<^) ist, so haben wir durch j^elle iotegralion 
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»4»^ — ^J'cosw^d^ f{&) 



und durch Einiühruug der Gränzeu i9-aa 



ß 



Substituiren wir diess in Mo. 10) t so folgt: 

OD QO 

y dm-^fiaj di 

« a 

cosnadu I f{^) cosut& d& 



cos 8Wd(ü ff 



Ittr «>Ät 6>«>a , a>5>0. 

Die WerUie der beiden ersten Integrale linker Hand lassen steh aber 

nach No. 2) jederzeit hesliuinion, indem man auf die iliei unterscliiede- 
oen Fälle eingebt. Auf diese Weise findet man sehr leicht, dass der 
Werth des Integrales 



mitadw / f{^)eo$ia^ d^ 



KsKf{s) oder =0 ist, je nachdem s inuerhaih oder ausserhalb des In- 
tervaUes a bis 6 



Um die Gonstante K zu bestimmen, nehmen wir a»0, 6 «oo, 
/'(^)= e'"''^, wo r eme wOlkfiriidie positiTe Grösse bezeichnet; färalle 

zwlsclieu a=:=0 und ft«Gc liegenden s, d. h. iür jedes positive von Noll 
verschiedene i, muss dann die Gleichung 
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/I cc OD 

gdten. Mittelst der ttnbesUmmtefi Integrationsformel 
erhält man auf Stelle ans dem Vorigen 



OD 



und durch fiiafübrung einer neuen Variabein t der Art» dass i^vrr ist» 

0 

Fär rssO folgt hieraus Kssi-^n. Wir haben demnach daa Theorem: 



Der Werth des bebUumUen Doppelintegrales 

»6 

cos süi d(a / f(ß^) cqsmO' 



COS süi dia i f 



18t = -^~^ f{s) oder 0, je nachdem die positive Grösse t inner- 
halb oder ausserhalb des Intervalles a bis 6 liegt, a und 6 selbst als 
positiv vorausgesetzt. 
Geht man von dem analog No. 4) gebildeten Doppelintegrale 



y^QD OD 

S^l dfa I Viß) eoiia im 

0 0 

aue, 60 gelangt man durch ganz dieselben Scbltoe wie Toriiin zu dem 
Goirelate dee obigen Satzes, nfmlich: 

Der Werth des bestimmten Doppelintegrales 

sin sutdüi / f {^) sin 



sinsutdüi I f 



ist Ä-|.;r/(«) oder =0, je nacbdem die positive Grösse von s in- 
nerhalb oder ausserhalb des iatervalles a bis 6 liegt, a und^ selbst 
als positiv vonusgetetzt. 
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Es ist nicht ohoe Interesse« die geometrische Bedeutung dieser 
Theoreme lu sehen. Denken wir nns zwei Gurren , deren Gleichungen * 

sein mögen 



wo nun SS constant bleibt fdr die beiden Integrationen, so ist (Inr alle 
zwischen a und b liegende x immer y^^Ui^ ausserdem aber ^2 = 0; 
für negative x hat die zweite Curve dieselben Ordiaaten wie für gleich 
grosse positive In Fig. 6. giebt die schwlchere Itrumme Linie die 
wilikährlicbe Cunre y^'=f{x) un, mit welcher die zweite und sUirkere Linie 
▼on Oi=a bis OB = b zusammenfällt. 

Die zweite durcii Fouriers Satz dargestellte Curve ist demnach dis- 
konünuirtteh und besteht tbeils aus der Ahscissenachset theils aus einem 
Stücke der gegebenen Curve* — Ganz ähnlich ist die Bedeutung der bei- 
den Gleichungen 



nur dass der negative Theil der zweiten Curve umgekehrt liegt 



JLV« Mimml man ia den Theoremen fmriers asO, bssoß, 



und 




und 




, so isL iür alle posiliven vun Null verschiedenen f 





Setzt man in den beiden aul bezüglichen Integralen 
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WO % <Ue ntue Variable bezeicliDet, $ und & ab«r constait sind, so er- 
gdiaa Bich die Gleicbitogen 

• % 

i 



a • 

«offlr man sehreiben kann 



Da es in «iaem beslimmlflii Integrale gleidigfillig ist» mit welchem 
Bachslaben die Variable der Integration bezeichnet wirdi so kann man 
audi iit stait.T echreibeik und orblit daim die bckannlea Fonneio 

ICD 



C08SM . / 71 



0 

IQO 



i 

Wir mullipliziren hier die zweite mit ^ — 1"B| und addirensie zur 
ersten; es wird dann 



und dieaa ist die Formei, von weldier im Texte eine Anwendung gemacht 

wurde, wobei k und ^ statt t und cti gesetzt worden sind. 



V« Schreiben wir in der soeben entwickelten Formel h für 
und führen wir eine neue Variable u ein > indem wir (1 = 11' setaen, 
so folgt 

4* 
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2 / Au m, y ^ eV*^» . aD>Ä>0, 



woImI für die Hak« Seite auch das Integral 



— OD 



gesetat werdeo lianii, weil die FuDktion e^*^* (Ür negative u dieaelbe ist, 
wie für potiUve. S«tMii wir in d«r nmuMbrigea GleieluMg 



— 00 



wodurch sich die.Iutegrationsgränzeo nicht verändern, so wird 



•GD 



oder durch Transposiliou des nur von k und h abhängigen Faktor« 



/OD 

— QO 



UBd 4iMf ut dM in Teite bemiUt« Formel. 



* I 
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